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MECANIQUE ONDULATOIRE. — Sur l'invariance de jauge des tenseurs de la
théorie de\Dirac. Sur Uinterprétation d’une formule de Tetrode et d’une
Sformule de M. E. Durand.

Note (') de M. Ouvier Costs pr Beaureeanrn.

L’équation de Dirac et sa conséquence bien connue du second ordre
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sont invariantes par la transformation

Ab—= Ak d&U? "If - efw“V

(invariance de jauge) cela résulte immédiatement de ce que les opérateurs p*
et ¢ satisfont a la relation de non-commutation p*e*’ = ¢“'p't,

L’équation de Dirac admet comme conséquences deux familles de 5 relations
tensorielles différenticlles, linéaires et homogénes en les 5 tenseurs (Y ) et

en les 5 tenseurs {{*[0*] y*d — 2 A (P*y*$) 1 ().

(q,x_: iy [9F] = 0t — g%; =1, 1k, ¥4, ?&2 T"""r:]'lz Tr;.u),
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Les tenseurs (*) jouissent visiblement de linvariance de jauge, et il suit de ce
qui précéde que les tenseurs { |, que nous avons systématiquement introduits
dans la Théorie, en jouissent également. Ces derniers tenseurs apparaissent
comme la différence d'un tenseur total et d’un tenseur potentiel, ces termes
s’entendant au méme sens que pour le quadrivecteur impulsion-énergie rela-
tiviste; le tenseur différence, tenseur propre du fluide électronique, est seul
doué d’objectivité physique (statistique) et d’invariance de jauge.

M. E. Durand a uré de Péquation de Dirac du second ordre deux
intéressantes familles de 5 relations tensorielles, o 1'on voit apparaitre le

(*) Séance du 15 mai 1943.

(*) W. Franz, (Sitz. Math. Abt. Bay. Akad., 3, 1935, p. 404); Zur Diracschen
Theorie (Ann. der Physik, 38, 1940, p. 565); O. Costa b BEAUREGARD, Comptes rendus,
214, 1942, p. 818; Journ. Math., 22, u, 1943, pp. 152-154. :



(2)
champ HY (*). Dans l'une de ces familles, la divergence en o, des
5 tenseurs {*}] est respeclwement égalée a des expressions qui, avec nos
notations et & un facteur — 27¢ prés, s’écrivent o; H*(j,); H/, (m™) — H’ (m-’").,
H#(s,); 0. Dans I'autre famille les expressions que nous écrivons

(i awi) (%) — 2[ PO U + e A 4] = AA(Y ]

sonl reapeclwement egaleea, au facteur — ai¢ pres, aux expl‘essmm
(1/2)H(my); H¥(ap); - —H(0 )+ H%w,); H*G);  —(3f2)H"(m,);
prises a elles seules, les expresswns g d’ *(“d ¢ ne jouissent pas de l'invariance
de jauge, mais les tenseurs complets [* }Jnmssenl de celle invariance.

II. Le contenu du raisonnement classique par lequel on introduit la notion

de spin en Théorie de Dirac est strictement le suivant : le moment cinétique
qui obéit a l’aclion du moment pondéromoteur orbital se décompose en le

moment orbilal r/\pa,, el en un moment propre SOP (*)- Au point de vue

“densitaire, et d’aprés notre théorie des milieux doués de spin, celle circons-

tance est liée d’une maniére biunivoque 4 'asymétrie du tenseur inertique (*).
En Théorie de Dirac, le lenseur densitaire que les principes généraux associent

a 'opérateur d'impulsion p est le tenseur asymétrique T% de Tetrode (°); dans
ces conditions, l'interprétation que nous avions donnée de la formule de
Tetrode (7) T/#—T4U=9,6* doit étre précisée de la maniére suivante : la
densité de spin o'* classique est la densité induite par Uasymétrie du tenseur T,
Ainsi se trouve levé un paradoxe que nous avions cru apercevoir.

A Paction du moment ponderomotour Ol‘bllal s'ajoute, sur I'électron doué

des moments magnélique x et électrique &3, celle du couple pondéromoteur

> > - , ;
EN&+ ﬁ/\ 4¢. Or I'une des formules de M. Durand s’écrit

dyrk= Rl mk— Hiym/*  avec  tUk= m;n (%)2{ "kl
elle permet d’interpréter le tenseur /¢ comme la densité de moment cinélique
propre qui obéit @ J'action de la densité de couple panderonwteur classique de
I'électromagnétisme des milieuz polarisés. La théorie de Dirac n'impose aucune
relation tensorielle linéaire entre les densités o'/* et T%, qm apparaissent ainsi
complétement indépendantes, et pourvues chacune de son interprétation

Comptes rendus, 217, 1943, p. 662.

L. b Bnom.m. lE‘lectron magnétique, pp. 201-204 (Paris, 1934).
Journ. Math., op. cit., pp. 128-130.

0. Cosra pE Bmunmmn, op. cit., pp. 113-114.

Op cit., p. 138.
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(3)
précise (*). Le ferromagnelnme dt au spin de I'électron, doit offrir une

manifestation macroscopique de la densité de polarisation 7'/ et du couple
pondéromoteur de M. Durand.

(%) Le tenseur g/ est complétement antisymétrique, ©/% sur j, &, seulement. On peut
former, a partir de 774 la-sommation s’entendant par permutation circulaire, un tenseur
complétement antisymétrique 7i/% = X<k, el montrer que, dans le cas de I'onde plane
monochromatique, les tenseurs g'/% et 7i/* sont homothétiques I'un de I'autre.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 218, p. 961-963, séance du 19 juin 1944.)
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