RELATIVITE, — Euxtension des formules de Franz-Kofink a la théorie de
Dirac-Lichnerowicz. Note (*) de MM. Ouivier Costa pe BesvreGarp et
Muncer Levoir, présentée par M. Louis de Broglie.

On se propose d’étendre @ la théorie de Dirac généralisée par M. A. Lich-
nerowicz les relations de Franz-Kofink et de calculer les divergences des
tenseurs.

(1) Tag=$[Va] 18, Sag = p[Va]78¢.

1. Rappel des équations de Dirac en Relativité générale d'aprés M. A. Lich-
nerowicz [('), (*)]. — a. Sur une variété espace-temps V, munie d’une
métrique hyperbolique normale (dont la signature est +, — —, —) et
rapportée a des repéres orthonormés, on définit une connexion rieman-
nienne cf’;? et une connexion spinorielle associée oj, :

(2) Gy = — E:_'%G':'_,",.-;':i"&_
i “Be
Les indices spinoriels a, b, r prennent les valeurs 1, 2, 3, 4, les indices
tensoriels %, 3, ¢ prennent les valeurs o, 1, 2, 3.

Ces matrices y* vérifient les relations

(3) .:,;;:.,_3.4_ Tﬁﬂ;":— an®fl (p"=1; pll=m=nl=—1}.

Leurs dérivées absolues sont nulles. Aux connexions ¢3, et 3j, corres-
pondent les tenseurs de courbure R?%3;, et P* ;. liés par la relation

(4) lh"b.}gu: == :I Ra;‘i,}.u"{:m' ";’:jri--
De (3) et de I'identité
(5) R#g 3y -+ R% yg+ R* gy — 0,

on déduit que
(6) R3g, ‘;’-"".’5 vh=o,
L’identité de Ricei appliquée aux spineurs " et 3, donne

(7) AYr = — VAVye+ ‘l Ry%,  Ape=— V' Vigu+ %Rgf..

Les équations de Dirac généralisées s’éerivent
(8 PVal—eb=0, ygady*+ef=o.
Il en résulte les équations de Klein-Gordon :
(9) AY —sy =0, AY+cf=o.
2. Les relations de Franz-Kofink généralisées [(*), (*)]. — Posons

b b= Bk, '\{’P".
i L} i



(2)
s1 tous les indices g, 2, ..., u sont différents, et

:
B ==

si deux au moins des indices 2, %, ..., 1 sont égaux.
Comme en théorie de Dirac, on déduit des équations (8) les deux systémes
de relations de Franz-Kofink généralisées :

(10) Va(dy2d) =o,
{10} b[Va] 2l + '.azaﬂ'{;:n.
(1) TV + ValFroey) — 2ty =o,
(11') VA() + [ V] vB2d = o,
{12) v ('-'Ir_"."-i‘.r‘ ) — TEH{_;‘_!}'LF_‘! -- !.IE[ Val 7284 —a 3".}:‘.'3"'-'“!_4 e
(12") . — &[VR .]';'\‘"1'1—!— L[:[T*]-;‘ir_p -+ r;({‘L!:l".-'ai.:'}".!J\’:lL
(13) Ve(Typ ) + BV T Y=o,
(%) SVl g+ V(Fre) —asbrid =o.
(14) ip|\'-',]nlr'.=-;:.._,
(14") Ve (dy'ed) — aaly*y = o.
On a posé
{l_.f” s R ,1_ E-j:"-'"r“l';.l. ,.I'j}.F: el E-'ﬁ'?"“":,, ﬁ_,af,".-.lc:: b 1..:._'1.},:_—,,,‘
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et 'on convient de désigner par V, et V, les opérateurs de dérivation

covariante qui opérent respectivement a gauche et 4 droite et par [V,]
'opérateur
[Va]= vf_ T{

Les relations de Franz-Kofink qui portent un numéro non accentué
possédent une interprétation électrodynamique, les autres ont une inter-
prétation dynamique.

3. Divergence des tenseurs Tas et S;s. — a. En utilisant les identités (7)
et les équations (g), on obtient d’aprés la définition (1) des tenseurs T.s
et 5.5 :

(16) \-lEl,T:j;:U.
(17} Vas:'i::n_

b. Les équations (12} et (12') peuvent s’écrire

(18) TH — T = 28RV, (Jrri ),
(19) B[ Va] vad = VA (IrPY) — VA(Trd) — sy
Des relations (16) et (18) et de I'identité de Ricei, on déduit que

= a T ik ige Carmad
{20) Ve T = 2P Ve Vo dvid ) = — 5 oA dr R, g,

Il résulte alors de I'identité (5) que
{:2 IJ Tfj T = o.



(3)
c. Les équations (17) et (1g) et l'identité de Ricci donnent

{22) VS = l: saﬁP}-H:,:gpiﬂ;ﬂ;"f — T.S('Jr;'y;iqqa) s

De P'identité (5) et de la relation (13) il résulte alors que
{23) VsSM = el [V} vy,

d. Un caleul direct permet de montrer que VyT'? est nul.
Les équations de Dirac et les identités de Ricei donnent

\'ST}.{i —Ppr, 3:'\ % .:,;:laﬁ q,o_ @ﬂ.;.gflu"r F‘e"r-_{s-"'-]a"
et, d’aprés (4) et (5), cette relation peut s’écrire

I3 e 1 T
(24) Vel W= A R, ;ﬂ-'{"'."g";':'.’ﬁ'*P'

La relation (6) montre alors que le second membre de (24) est nul.

Pour toute solution (, y*) des équations de Dirac (3) et (8), la diver-
gence du tenseur symétrisé de Tétrode est done nulle. Si I'on fait jouer a
ce tenseur le role du tenseur d’impulsion-énergie dans le second membre
des équations d’Einstein, les équations du mouvement ne peuvent plus
étre obtenues par la méthode du tenseur d’énergie puisque les équations
de conservation résultent uniquement des équations de Dirac.
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