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MECANIQUE QUANTIQUE. — Sur la densité de couple électromagnéiique et la
densité de « force magnétodynamique » appliquées au fluide électronique
de la théorie de Dirac. Note (*) de M. Ouvier Costa peE Beauvrecanp,
présentée par M. Louis de Brogle.

1. On sait qu’il semble & premiére vue assez diflicile (') de faire appa-
raitre, en théorie de Dirac, 'expression de la densité de force magnéto-
dynamique et de son homeologue électrique 9(E /\m 4 B/ p)/cdt(*)
(unités mixtes) appliquées par un champ électromagnétique extérieur
Bi/=(B, E) a la densité de polarisation m"= (m, — p) du fluide électro-
nique de Dirac (i, j, k, I =1, 3, 3, §; =* = icl).

On peut rapprocher cette difficulté de celle, plus ancienne, liée a la défi-
nition par E. Durand (*) de la densité de spin /%% liée 4 la densité de
couple classique BYm/,— B/m'; appliquée par le champ

(1) B = o/ At — ' AJ avee HA'—o

a la densité de polarisation m* : on ne voit pas 4 premiére vue pourquoi
cette nouvelle densité de spin n’est pas identique a celle ¢% de Dirac.
Nous allons montrer que ces deux dillicultés d’interprétation sont effec-
tivement liédes et qu’elles se résolvent trés naturellement d’une maniére
univoque par une combinaison appropriée de certaines des équations
densitaires conséquences de la théorie de Dirac,
2. Des équations de Dirac du premier ordre

(a) :T:l:f—t'sﬁ'}-q—x:‘.{-:o, $E‘r‘(“f—5$-\'j+ﬁj=‘-0,

ou & = efch et «x = cm[h(— e, charge et m, masse propre de I’électron),
L = J4*v*, on déduit (*) les 10 relations tensorielles de Franz (*)-Kofink (*)
desquelles nous retenons ici

(3) T/ T = g/t
et
(4 gl!.r'-tl]:ET!;fﬁj + Dy altkil;
elre.
elles font intervenir {T‘f”'z Y'Y'... s1 tous les indices sont différents,

0 sinon; [d'] = f_ 2') la densité de courant de Dirac :

(5) == iedy'y,



(2)
la densité de polarisation électromagnétique :
(6) mith= = Jyiy,
la densité de spin de Dirac :
i ek ..
(7) VA = '2—‘; ik,
le pseudo-scalaire :

(8) i/t = z_f Goptikty,

le tenseur d’itmpulsion-énergie canonique (*) :

ol —

(9) TH= T2 [0] yiy — AR

et la densité de spin de Durand (7) :

(10) L —— :ii;i@[d’] Ty — Almiki),

Des équations de Dirac du second ordre :

‘  d— S AA— 2iz A+ Sy By — ;-.=Jhp:a,
(x1) —— 3
f U ;f,-—- EAAL :l.isg":h—f- E;T”H!;‘— F & }:u,

E. Durand (*) a déduit semblablement 10 équations tensorielles desquelles
nous retenons la formule de la densité de force de Lorentz (7) :
(12) TV =0y — o, TH
[on a tenu compte de (3)] et la formule de la densité de couple de Durand :
(13) @4 — B¥ ml,— Bl mt,,

3. De (3) et (4), nous déduisons
(14) St St — gy ki)

o S¥ est un nouveau tenseur d’impulsion-énergie défini suivant

(15) Sti— Tt 4 gy (@t 4= (o — 1) T/ 140,

ol « est un facteur provisoirement arbitraire. C’est, on le voit, le tenseur
d’impulsion-énergie naturellement associé a la densité de spin de Durand.

Pour lever 'arbitraire sur = utilisons 'identité

(16) Okt Sk — i S) = S — 2/ 9y St S/t S/



e
qui intervient dans le calcul de la densité de couple associée a la densité
de force 9;5%, ainsi que le postulat

(17) 0,8 =0; T = .

Il vient, d’aprés (15) :

(18) =T BT G

puis, en posant
(1g) Sri= 9| B m!;— Bliim#]

et faisant jouer (13),

(20) OSY — fi+ [,

4. Détaillons le contenu de (13) en termes prérelativistes d’aprés les
formules (o0 u, ¢, w = 1, 2, 3 par permutation circulaire) :

(21) Be— Bve, Ey— rBus- mE— mr, pl=— im"*};

il vient I'expression de la densité de couple électromagnétique classique
et de son corollaire relativiste (¢ boost » des auteurs de langue anglaise) :

( @1 =[H A\ m-+EApJ™,
{2‘2} }-idi.:J;ul'!:[E’ﬁ‘ m+ P j,l'-.ll B]i‘ur.

Par ailleurs, intégrant (1g) dans le 4-volume compris entre deux hyper-
plans ¢ et ¢ + dt, on obtient, compte tenu de (21) et (14) (avec nécessai-
rement k=4 et j = u):

(23) a fff e =ca [ff 1Bpm 0B ax;

c’est précisément la variation d’impulsion résultant de la force magnéto-
dynamique et de son homologue électrique (*). Telle est donc I'interpré-
tation du « boost »,

5. En conelusion, on a vu comment rendre compte univoquement de
la densité de couple électromagnétique (13) ainsi que de la densité de force
magnétodynamique augmentée de son homologue électrique (19), en plein
accord avec les idées classiques et sans lapparition d’aucun paradoxe,

Dans la mesure o 'on peut admettre que le fluide électronique de
Dirac donne une bonne image de la polarisation ferromagnétique macro-
scopique, il résulte de ce qui précéde que le comportement en rotation
et en translation d’un aimant soumis 4 un champ électromagnétique
extérieur quelconque sera exactement le méme que celul prévu par les
descriptions coulombienne et ampérienne [(*), (*)] du magnétisme.



(4)

Mais il s’agit la seulement d’une « correspondance » macroscopique et
statistique. En effet, aucun opérateur d’impulsion-énergie ne peut étre
canoniquement associé a la divergence de la densité de spin de Durand (10).
Ceci revient a dire que le ¢« boost » (22,), ou que le ¢« moment barycen-
trique » qui est le corollaire relativiste du moment cinétique ('°), reste un
concept sut generis.
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