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Relativité/Relativity

Sur le couplage entre une particule de spin 1/2 de Dirac
ou spin 1 de Kemmer et le champ gravitationnel d’Einstein

Olivier CosTa DE BEAUREGARD

Résumé — Franz a déduit de I'équation de Dirac 10 équations tensorielles, qui sont également
conséquences de Péquation de Kemmer pour le spin 1, dont 5 ont une interprétation mécanique et
5 une interprétation électromagnétique. On montre ici qu'en 'absence d’un champ électromagnétique
exiérieur le # systéme mécanique » peut étre exactement couplé 4 un champ gravitationnel riemannien
stricto sensu. Ce schéme généralise cclui récemment proposé pour le cas du spin zéro.

On the coupling of a spin 1/2 Dirac or a spin 1 Kemmer particle with Einstein’s
gravitational field

Abstract — Franz derived from the Dirac equation 10 tensorial equations, which also follow from
Kemmer's spin | equation, 5 of which have a mechanical, and 3 an electromagnetic interpretation. We
show here that in the absence of an external electromagnetic field the mechanical system can be exactly
coupled to a stricto sensu Riemanmian gravitational field. This scheme generalizes the one recently
proposed for the spin zero case.

1. Dans une précédente Note [1] on a discuté le couplage entre une particule de spin
zéro de Proca et le champ gravitationnel d’Einstein.

On va étendre ici ce schéme aux cas des particules de spin 1/2 de Dirac et 1 de Proca-
Kemmer.

Le systéme (4) 4 (11) de la précédente Note [1] est une forme tronquée du systéme de
10 équations tensorielles tirées par Franz [2] de la théorie de Dirac, dont on verifie
qu’elles sont aussi conséquences du formalisme du spin 1 de Kemmer.

Franz, multipliant I'équation de Dirac 4 gauche par Wy, et son adjointe a droite par
‘b, avec successivement y=1, v, v v, v'¥/v*, v'?** = v, ajoutant et retranchant, obtient
2 systémes de 5 équations découplées en I'absence, mais couplées en présence d’un
4-potentiel A'. L’un de ces systémes, qui nous intéresse ici, est a interprétation mécanique,
et l'autre & interprétation électromagnétique [3]. Ils portent sur 10 tenseurs, 5 de « type
Dirac » Uy, 5 de «type Gordon » (i/2)P[d;]yW+eA,¥y¥; —e note la charge de
I'électron, [d])=d;— d; 'opérateur du courant de Gordon; nos unités sont telles que c=1
et i=1.

Suivant leur rang de 0 a 4, nous noterons symboliquement ces tenseurs, respectivement,
DO, ..., Ddet GO, ..., G4

Les 5 tenseurs figurant dans le « systéme mécanique » sont [3] : DO, densité de masse
propre T; D3, densité de spin de Dirac o'™; D4, pseudo-scalaire d’Uhlenbeck et
Laporte [4] o' G2, densité d'impulsion-énergie asymétrique de Tetrode [5] T G3,
densité de spin de Durand [6] T'U™. On remarque que la contribution potenticlle, en A',
des tenseurs mécaniques du type Gordon est de nature électromagnétique, savoir : dans
G2, D1, courant de Dirac j; dans G3, D2, polarisation de Dirac m"“l. Le contraire est
vrai, bien entendu, pour les 5 équations « électromagnétiques », en sorte que le « couplage
électro-mécanique » est, en ce sens, symeétrique.

Ces notations étant posées, notant de plus k la fréquence propre de I'onde materielle,
et utilisant en vue de la suite le symbole de la dérivation covariante, le systéme des
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5 « équations mécaniques » de Franz s’écrit [3]

(1) T=T,

{2) kl tiu]=ajT1

(3) T* —T¢ =D, o',

@) QWM = ¥ UM =2 D ol

[ijk]

(5) 2 D O = O
[ijkn

Notons en vue de la suite la conséquence de (3)

(6) D, TV=D,T#

et celle de (4)

(7 D, oM =D, 11",

2. Durand [6), opérant comme Franz avec I'égquation du second ordre de Dirac, obtient
2 systémes de 5 équations, qui sont aussi conséquences du formalisme de Kemmer. L'un
d’entre eux exprime les § divergences en i des tenseurs du type Gordon, en fonction du
champ électromagnétique extérieur H;;= 8, A ;—d;A,. 2 de ces formules nous intéressent :
(8) D, TY = D, T =H"j,,

(9) D™ = D, ™M =H"m" —H" m/;
la divergence du tenseur de Tetrode égale la densité de force de Lorentz, et celle de la
densité de spin égale la densité de couple électromagnétique.

Dong, dans I'hypothése H;; = 0 (mais non nécessairement A, = 0 : nous n'excluons pas
I'effet Bohm-Aharonov) on a
(10) Ti=T# D,TV=0; D,¢M=q.

De plus, il résulte des (10) et de (2) que, A" notant un tenseur arbitraire de divergence
nulle,

DITY_DMY=k2 /B4 AW, D, AUMI=,
0= E [D' T* — D* T = k? E o el 3 AL
Liki] Likr]
et par conséquent
(11) k2 (v/™1—(1/3) ¥, «/*=D'TV-_D*TY.
Likl]

3. En I'absence de champ électromagnétique le tenseur d'impulsion-énergie est donc
symétrique et conservatif, en sorte qu'on peut le coupler au champ gravitationnel d’Eins-
tein stricto sensu — ce qu'on n’attendait pas d’une particule 4 spin.

Ryjyun notant le tenseur de Riemann, T = T la densité d’impulsion-énergie de la
matiére, A, un tenseur de jauge de divergence nulle, I'équation de la gravitation
d’Einstein

(12) D,-R”‘=D,-T”‘—%D"T

est conséquence des équations
(13) D'Tﬁ=0‘ D;A"‘"‘]=U,

(14) D,-R"'ﬂ“ﬂ=[D‘T"J— D*TY + %g‘"’D“ T— %g"‘ D‘T] + AU,
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De la formule de définition, analogue a (11),

(15) SIH_(1/3) ¥ §/M_p/TH DTV
Likl]
on déduit
(16) D,S'™M=0 & S, =8§/;=4T,
en sorte que (14) se récrit
“71 DER“’] L3 [51[”]_(1;31 Z Sjlk1|+ _l,gjisi_ lg;ksr]’
k0] 2 2

une équation rectifiant I'équation erronée (17) de notre précédente Note [1].

4. En rapprochant le systéme des équations (1) 4 (11) valables pour une particule de
spin 0, 1/2 ou 1, et le systéme des équations (12) a (17) valables pour le champ de
gravitation, on voit qu'on peut établir entre ces 2 champs un « couplage parfait » en
posant

1
[lﬂ} Rij-! (T”_ iTg”).

(19) Simn= K> g

La source des ondes gravitationnelles peut donc étre exprimée soit en termes du
« tenseur mateériel » par I'équation (14), soit en termes de la « densité de spin de Durand »
par I'équation (17) compte tenu de (19); dans ce cas, la masse propre k de la particule
de spin 0, 1/2 ou 1 figure explicitement.

5. ConcLusions ET REMARQUES. — En corollaire au couplage précédemment décrit 'on
a obienu linterprétation compléte du systéme des 5 équations « mécaniques » de
Franz [2], qui faisait défaut jusqu’ici,

La densit¢ de masse propre T n’€tant pas définie positive dans les cas de spin 1/2 et 1,
les remarques de Bondi [7] sont 4 considérer.

Note regue le 1* février 1988, accepiée le 16 mai 1988,
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