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Sommaire. — Formalisme covariant d'intégrales de Fourier, tridimensionnelies curvilignes pour
la particule libre & spin, quadridimensionnelles pour la particule li¢e & spin. Définitions covariantes
de I'orthogonalité, de la norme, ete. Relation avec la théorie de Schwinger-Feynman. Réponse & une

objection ancienne de L. de Broglie [1].

1. — Introduction.

Nous réunissons ici, et nous systématisons, un cer-
tain nombre de Notes ou de Mémoires antérieurs.
1l ressort des formules méme que nous produisons que
la symétrie et la covariance relativistes peuvent étre
introduites en Théorie des Quanta dés le niveau élé-
mentaire de la théorie de la particule & spin non
explicitement superquantifiée. Dans une autre partie
de notre étude, publiée ailleurs [9], nous montrons
que la prise en considération des statistiques quan-
tiques est indispensable & la levée de certains para-
doxes, en sorte que, finalement, la superquantifi-
cation est aussi indispensable que le spin & la
réconciliation compléte de la Relativité et des
Quanta. Quoi qu'il en soit, nos formules trés simples,
ici produites, viennent corroborer les beaux travaux
de Tomonaga [18], Schwinger [16], [17], Dyson [11],
Feynman [12], auxquels elles constituent en somme
une introduction élémentaire.

Mais celte étude technique en appelle une autre,
d’ordre épistémologique, dont le titre tout indiqué
scra Complémentarité el Relativité [10]. Nous y
discutons, notamment, en termes d’'Univers de
Minkowski, la célébre expérience de pensée d’Eins-
tein, Podolsky, Rosen, et quelques autres.

Finalement, nous croyons pouvoir aflirmer que
la réconciliation des formalismes de la Relativité
restreinte, et de la Théorie des Quanta fondée sur la
Complémentarité, est un fait absolument accompli.

1I. — Particule libre & spin,

II.1. Transformations de Fourier cova-
riantes [7]. — Soient h et ¢ les constantes univer-
selles bien connues, Kk, la f-fréquence d’une onde
plane et p; UPimpulsion-énergie du corpuscule
associé, k, et cm, les longueurs de ces j-vecteurs :

hly=10zp,. hky=27cm,, ) ‘n

(A Y0 =1;,2: 3, §), ) b

L’équation de la particule de spin multiple de —"i_
est de la forme

g dhe ks | Y(x) = 0. (2)

el, quelle que soit I'algébre des matrices a;, 'équa-
tion de Gordon

{h— kil 4z)=0

est conséquence de la théorie.
Avec Marcel Riesz [15], prenons le développement
de Fourier du & sous la forme (%)

g = ffff " ety ase;

appliquant l'opérateur de Gordon, on voit que
Ky k= — K3,
(k) #o.

(3)

(4)

k)y=o0 si
= — &3 si

Ainsi, # désignant I'hyperboloide & deux nappes
du 4-espace k
hki+ki=o0 (8)
et
l'al.r,<= ldky,dkyd“?], K“,‘av=-—— .(‘oav,\ (6)
définissant le 4-vecteur élément de volume sur &
(évidemment colindaire 4 k) ainsi que son module
(positif par définition), le développement de Fourier
le plus général du % peut étre donné sous les deux

formes équivalentes

(2:‘:i§(m)=—i/ﬂn169) et (k)
il

= w- Sveth 2T (k):
Al

on passe d'une forme a P'autre au moyen de (6y)
et (2). Naturcllement, la forme en k de (2) est

Vg b — ke | TOK)Y = 0.

(7)

(8

Je dis que la formule de Fourier covariante réci-
proque de (7) est

(A= ELih) = #ﬁsu,a(kjne—"fl-fafixv-o-du\d;(x). )
L &

ou & désigne une hypersurface quelconque du genre
espace de [P'espace-temps (%), du. son f-vecteur

(") Le début de cette étude s'inspire de Marcel Riesz [15],
que nous généralisons sur les points qui nous intéressent.
(*) Nous préférons la notation & au =z de Tomonaga-
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élément de volume (iduy = o), = (k) un commutateur
de signe bien connu :
Tauy = [drydr,dr. ],

(k)= (10

ki
e
T k; 2
]
Prenant lintégrale (9) sur denx & différentes,
transformant la diffiérence en intégrale quadruple,

et tenant compte de I'équation de Gordon sous ses
formes (3) et (5), il vient bien zéro (') en vertu de

dpf e~ A nike + ok )b x) |
= otk by ke — ik iR 0B d“‘ Ll

Prenant alors pour & l‘hypcrplan Ty =0, et
écrivant séparément le résultat pour les énergies
positives et négatives, avec

(2 B y=1.2,3), (1

il vient
(9.:)%@('1)_»- ry /ﬁd'rc“ "(th-&-r)mp(: 0). (12
LS

Par ailleurs, faisant dans (6,) % = 4, il apparait
I'invariant relativiste bien connu de la théorie des

champs
2
dr & v

Spesedii 4 sur ., — sur I, (13
i 0

de sorte que l'on déduit de (7,) les expressions

»
suivantes pour les contributions a \p(z, o
¢nergies positives et négatives

des

2t (k)

4 l
dlre iA; )

(a%)74a(% o) ==
ou, équivalemment,
(2*)%0“‘!3_(;, 0)=ikoﬂ‘d"kc";" (k) (13%)

D'aprés la théorie élémentaire des intégrales de
Fourier. les réciproques des (14) et (15) sont

- ‘ l/d ek Fikyva(Z, 0)

=i ”’d’xc—'*--'dw-_—_(,.r, n). (6
"o

(aeyigal®) =

et il s'ensuit bien (12) ci-dessus, si I'on remarque
que toute composante plane & énergic positive
du ¢ est orthogonale (au sens ordinaire) 4 toute
composante & énergie négative; il y aurait doute

o~
pour deux composantes de méme k, mais, comme
cette égalité n'est que relative, on léve le doute
en changeant de repére galiléen,

Schwinger, notamment par ce gu'elle laisse disponible "habi-
tuelle notation de la densité de spin,

(*) Ce caleul, et la formule (9), rectiflent ceux que nous
avions initialement donnés [4], [6].
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Dans (9) figure la dérivée normale sur &€ du ¢ () :
cela tient & ce que nous n'ayons invoqué que l'équa-
tion du second ordre de Gordon. En faisant jouer
I'équation du premier ordre de la particule a spin,
on fera disparaitre la dérivée normale, mais, en
contre-partie, Ialgébre particuliére des a; fera
son apparition. Par exemple, en théorie de Dirac

dub =1y " —heyp i 9,
{ 4wy sipgZEy, (17)
HYS DT L o |
08l u=vy

¢l, en Lhéorie de Kemmer [13, éq. (6) el (62)].
duy = 1| Bfu— Ppfv]d'— ke | 4. (18)

Portant dans (9) ces expressions de dy, intégrant
par parties, el remarquant qu'en vertu de I'anti-
syméfrie de la matrice [ ] ci-dessus, la partie
« tovt-intégrée » est effectivement la transformée
d‘une intégrale double prise sur le contour a 'infini
de &, intégrale qui est nulle sous les hypothéses
habituelles concernant le comportement du 4 &
Pinfini spatial, il reste une intégrale ou le dépla-
cement de 'opérateur o' sur I'exponentielle donne
de nouveaux termes en k*; réductions faites, il
vient, en théorie de Dirac,

2
am)L, %)
= ﬂallvs(k) e—Hha (G B — k) ue | b(e)  (19)
ok, MU ¢

et, en théorie de Kemmer,

2 S - %
(AR i) = ui:'ﬂﬁau,s(k)c—th.r,

< f ikt ihy [Br 3 — [ ER| — ke B 4(2). (20)
Le lecteur pourra vérifier & nouveau qu'en prenant
les intégrales (19) ou (20) sur deux & différentes,
transformant la différence en intégrale quadruple.
et faisant jouer cette fois I'équation du premler
ordre de la particule & spin, il vient bien zéro :
le (k) défini par (9), (19) ou (20) est indépendant
de &.

Dans (19) et (20), la dérivée normale du % a -
disparu. A la place, il y a une combinaison linéaire
des composantes du .

11.2. Egalité de Parseval covariante. — Intro-
duisant les adjoinls covariants & et 5 du & et du &,
ainsi que la matrice 8 que sait définir toute théorie
de particule & spin, telle que

Y= Z+B. 21)

‘=

les adjointes relativistes de (2) et de (8) sont

";(.'r)ta',.d"~—k.:=u. LUkt bor—ika =05 (22)
} T

(8) et (22,) onl les conséquences
(23)

k% Ze= thali %y, T 5= iho T %,
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qui montrent notamment que les f-vecleurs de
Vespace des k, ki et &a %, sont colinéaires.

Je dis que la formule de Parseval covariante
est (%)

iﬁ"&. a"'-t{a,.aw,.:i.ﬂ/‘s(k)f.al‘;,av,_
s

a
=— e(A) % La Sus (24)
g

on passe de la premiére & la seconde forme au moyen
de (23,) et (6y). Compte tenu de Il'équation de
continuité

Iy Uy @h by = 0, (25)

l'on voit que le premier membre est indépendant
de &, ce qui nous permet de le calculer en particulier
sur 'hyperplan ¥, = o. Par ailleurs, exprimant le
troisiéme membre en tenant compte de (13), puis
de (23,) pour % =4, il vient (avec le méme signe
pour les deux nappes)

[ wwnsr=mnf] Loak

xy=0 w0 ks
L El’l":: e
oS5t o

séparant, en vertu d'une précédente remarque, les
parties & énergies positives et négatives du 4, 'on
peut écrire, le signe étant partout + ou —,

Wargrai=—k [

W h=u

TLatll %

. )
-

@&y=0

ceci est bien I'égalilé de Parseval ordinaire associée
aux transformations de Fourier ordinaires (14)
et (16). e. q. f. d.

11.3. Définition covariante de l'orthogonalité
et de la normalisation [2]. — Deux § ou deux:
seront dits orthogonaux au nouveai sens covariant
si lintégrale (24) vaul zéro. Prenant

r

P = P
U el ¢ B

"{|='}:= ‘1_4.

(24) fournit la norme de chaque fonction d'un sys-
téme orthonormal (normalisation en nombre de
particules). 11 suit de ce qui précéde que P’ensemble
des composantes planes a énergies (ou fréquences)
positives et négatives forme un systéme orthogonal
complet, au nouveau sens covariani, pour déve-
lopper le <. _

En théorie de Dirae, Uy*y = &=ds il y a done
identité entre la nouvelle définition et la définition
classique. Remarquons .aussi qu'en théorie de
Dirac le premier membre de (24) est défini positif,
en sorte qu'au troisieme membre [T est positif
sur la nappe &, négatif sur la nappe 3(_: nous
retrouvons ainsi un résullat connu.

(*) Cette formule rectifie, par le = (k), celle que nous avions
initialement donnée [4], [6].
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En théorie des particules & spin supérieur a ;_-v
I'intégrale (26,) s'éerit

2
N
/!l YiBab.dta;
:

ceci est bien connu, en ce qui concerne la norma-
lisation tout au moins (normalisation en mombre
de particules). Le premier membre de (24) n'est
plus alors défini positif, en sorte qu'on ne peut
rien dire touchant le signe de IZ sur chaque nappe
de o¢. Par contre, il reste vrai que, pour la norma-
lisation en nombre de particules, I'on ne change rien
en permutant simultanément le signe du 4-vecteur k.
d’une composante spectrale, et celui de son nombre
d'occupation 1.

Vérifions directement, sur la premiére intégrale (24),
qir'en permutant les indices 1 el 2, on passe au nombre
complexe conjugué. Les conjuguées des quatre
composantes de 4w, sonl = g, sl A=, 12,78
— si 2 =4. En supposant, ce qui est toujours
possible, les a* et § hermitiennes, les conjuguées
des quatre composantes de ] Ba’ 4, sont

Y1ah iy =59 TRaryy, —sih=1.2 3 +5 k=4
(en théorie de Kemmer, voir [13], éq. (3"). Fina-
lement,

(i @ deduy )t = iGe b Y By

c. q. f. d.

(28)

Jei, comme en d'autres questions similaires, c'est
donc essentiellement le jea de la « matrice-lampon » 2
qui jeoncilie les exigences des formalismes relativiste el
quantique, ei nolamment les riles des deux symboles i
propres { chaque théorie. Signalons que ce jeu de
formules (ou d’autres trés similaires) sont impliqués
4 plusieurs reprises dans Schwinger |16, éq. (1.51)
el (2.27)).

11.4. Fonction caractéristique de l'impulsion-
énergie. — 11 est clair que, dans (24), I'intégrand
des seconds membres est la fonction de distribution
de Uimpulsion-énergie, Posons alors
La=ePnl;

(29)

a:=:.
compte tenu de (7), (24) devient
i }7;@(x)ak-;(x+_.')alr,,;ime(&;w:“m‘::av, (50)

et ceci montre, en vertu d’une définition bien connue
du Calcul des Probabilités, que le premier membre
de (30) est la fonction caractéristique de Pimpulsion-
énergie de la particule libre. Nous avions antérieu-
rement déduil ee résultat autrement [5].

11.5. Résolution du probléme de Cauchy. —
Portant (9), (19) ou (20) dans (7), on résout le
probléme de Cauchy sous la forme

".a(r}=j[] Skl — ') Ul a') B (2, f31)
gt
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avec respectivement, pour la particule de spin
quelconque, et D () désignant la fonction de propa-
gation de Stueckelberg (réelle, impaire, et nulle
dans 1'ailleurs)

Sifz)=d Dix) -+ D(x)d>,

i Ll ~od
t»(m):mﬁﬁameﬂ 20, (32)
pour la particule de Dirac
Stiy(e)={(rude— k)| D(x),  (39)

et pour la particule de Kemmer
Sh(@) = | P+ [Br P — PBe]— kofh | Dix). (34)

Avee la forme générale (32), impliquanl seule-
ment I'équation du second ordre de Gordon, la
dérivée normale sur & du < figure. Avee les formes
spécialisées (33) ou (34), l'on a a la place une
combinaison linéaire des composantes du L, (32)
a ¢té donnée par Schwinger pour le photon, el (33)
pour I'électron [16, éq. (2.22), (2.23), (2.24)],
[17, éq. (A.20)].

11.6. Localisations patio-temporelle des parti-
cules, — Le probléme de la distribulion des parli-
cules sur les états d'impulsion-¢nergie a élé résolu
aux paragraphes II.1 et II.2. L'introduction des
fonctions de propagation D(z—=z') ou S*(x—3a’)
va nous permetire de Lraiter le probléme complé-
mentaire de leur localisation spalio-temporelle.

Imaginons que Finstant-point z de la formule (31)
décrive une hypersurface arbitraire & du genre
espace, ne coupant pas &', et que & et &' soient
pavées d'une infinité de petites cellules jointives;
si I'on aime un langage imagé, disons que & et &
représentent, dans I'Univers de Minkowski, deux
écrans tridimensionnels, chacun percé d'une petite
ouverture (I'une des précédentes cellules) que
franchit ou ne franchit pas la particule. En termes
de théorie de la mesure quantique de Von Neumann,
la particule répond ainsi «oui» ou «non > a la
mesure & ou & assimilée 4 une question; idéalement,
I'on dispose de deux jeux complets &' et & d’écrans
complémentaires (au sens de l'optique), ce qui
permet de poser de toules les maniéres possibles
la double question « &' puis & », ou « & puis & 1,

Par (31), ¥ (2), considérée comme une variété
altachée a &, est développée sur le systéme des
fonctions §* (x — 2’), olt & est considérée comme la
variable et 2, attachée a & — &, comme ['indice
de numération. L'on voil sans peine que deux S* ()
diflérentes, c'est-d-dire attachées & deux 2’ diflé-
rents, sont orthogonales sur & an sens covariant
du paragraphe 11.3; il suflit pour celd d’exprimer
Iintégrale curviligne en termes de sa projection a
temps constant, et de noter la présence d'un facleur
exponentiel oscillant 4 exposant non nul. Les
coefficients du développement du ¢ () lié a & sont
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les & (') liés & &'. Reste 4 voir si nous pouvons
caleuler ces coeflicients par la formule habituelle
diment généralisée,

Commencons par le cas de I'électron de Dirac,
ot le formalisme est d'un maniement particulié-
rement aisé. Modifianl légéremenl les nolations,
nous écrirons, avec Schwinger [16]

(z) = (rudt— ko) Dix] (35)

4)
el
Say= | Stz—a')y i) s (= 36
siwy= [ Ste—ay i)z, (36)
ce qui est une expression du Lype canonique (24).
Réciproquemenl, nous aurons la méme formule
avec permutation de x et z', et substitution de &
4 &, ou encore, en prenant I'expression conjuguée
et multipliant a droite par 1,
()= g (&) Yy r Slx — ') (37)
S(x") j[];ozq(.c)yq_.r_), S(x —2'); (37)
ceei est exactement la formule classique pour le
calcul des coeflicienls & (x') du développement
du 4 (x) sur les fonctions S (xr—z'), comple tenu
de la généralisation des définitions impliquée dans
la formule (24). Nous disposons done d'un formalisme
covariant relativiste, transposant textuellement le
formalisme quantique habituel, qui nous permet
de traiter le probléme des mesures de localisation
successives d'une particule, assimilées au franchis-
sement d’un écran tridimensionnel du genre espace
barrant tout I'espace-temps, et percé d'une petite
ouverture arbitrairement découpée, Dans le fran-
chissement ou le non-franchissement des écrans
successifs (réponse oul ou non a la question posée),
T'on assiste & la réduction du paquet de probabilites,
hien connue, La différence essentielle avee le forma-
lisme « a temps constant » de la classique Théorie
des Quanta, est que les fonctions de propagation

de Stucckelberg remplacent les 8(?:) : 51 une particule
a ¢fé localisée dans une petite ouverlure au fran-
chissement d'un écran & (localisation tridimen-
sionnelle, ou localisation de franchissement) elle
est, dans I'Univers, attachée & la fonction de propa-
gation D (r) ayant son sommet au point moyen
de l'ouverture, ¢’est-a-dire que toutes ses manifes-
tations passées et futures sont contenues & Il'in-
téricur du cone isotrope de sommet z (localisation
4-dimensionnelle),

Avec le formalisme de Kemmer, les formules
seraient un peu plus compliquées, En parliculier,
les B* n'ayant pas d’inverses, on ne verrait pas
un B* prendre la place du v* dans les formules
analogues & (36) et (37); par voie de conséquence,
ceci mmpliquerait une légére exlension aux défi-
nitions posées au paragraphe II1.3, exlension que
nous laisserons ici de coté.

11.7, Cas d'un écran du genre temps. —
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Nous avons déja discuté cet intéressant pro-
bleme [3], [7], et nous le faisons de maniére plus
compléte dans un article & paraitre |9]. Cette expé-
rience de pensée constitue un moyen trés parlant
d'introduire Iinterprétation des énergies négatives
de Feynman. De plus. sa discussion montre que
I'intervention de I'une ou l'autre des deux statis-
tiques quantiques est indispensable pour écarter le
paradoxe d'une causalilé réwograde, qui appa-
raitrait sans cela; le paradoxe en question se trouve
éearté par le trait, nouvean, des statistiques quan-
tiques, qui esl de faire intervenir symélriguement
les nombres d’occupation de I'état initial et de
I'état final. En résumé, Fon peut dire que I'usage
des statistiques quantiques (ou, ce qui revient au
méme, de la superquantification) est un ¢lément
aussi nécessaire & la réconciliation de la Relativite
¢l des Quanta que introduction du spin.

111, — Particule a spin liée.

II1.1. Transformations de Fourier cova-
riantes [8]. — Considérons d'abord le cas, prati-
quement si important, de la particule plongée dans
un champ donné, invarianl par translation du genre
lemps. Prenant pour repére le systéme propre du
champ, il est classique de développer la solution
géncrale L (x) sur le systéme des fonctions propres
de l'énergie totale

W = —s &y (l= .la_n) (38)
aTee e
sous la forme
iVoezdiay= .dk;:il 16T 1 Y etkim,
i ‘/ RN 51 ' ()

e .
=& (z=1, 2, 3)

ol nous avons introduit le facteur >z en vue de
la suite,

Conlrairement @ sa  premiére  apparence, cetle
formule est covariante relativiste, — Introduisant,
en cffet, la transformation de Fourier

LU & \
2z (5 &) = ]
w1y

Foz= ok,

ou p désigne lindice de spin, essentiellernent non
sonné quand il esl répéid, el posant

- f - 3
d3ze"’n {4 A—;), '
140,

-
S(k) = plhim (k.l‘.). ($1)

ainsi que
8z =dék, b = dix, k=1 )
=193, 4, e

(42
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(39) devient (%)

qmtela) =ﬂﬂ.rt""‘ I(h) 8-

L'intégrale de Fourier covariante (43) n'a de
sens que si l'on définit sa norme, ce qui, en Méca-
nique ondulatoire, doit étre fait dans l'espace
abstrail des fonctions de carré sommable, Postulons
done, toujours sans sommalion sur p, une valeur
finie (non invariante relativiste) pour chaque inté-

grale ' =
Iy ='.//ll Lilpts =..///] Y, ‘3‘"{

(43) s'inverse alors suivant

N
A=LOR) :ﬂ/ e—ikd wid{ i )G,

lei, et dans ce qui suit, nous devrons supposer essen-
ficllement diagonale (el hermilienne) la matrice
telle que

1 43)

(44)

(A

Fo= T8
e, T

F=p,
(elle Pest en fait dans tous les cas usuels); alors, des
valeurs finies pour les (44) entrainent une valeur
{inie pour la norme invariante relativiste

(46

Remarquons en passant que les seconds membres
de (43) et (46) ont précisément la forme qui, dans
le cas limite ot le champ imposé s'évanouil, vient
en coincidence avec ceux des (7;) et (24,), précé-
demment données pour la particule libre.

Maintenanl se présente une difficulté heureusement
ais¢e & surmonter. Physiquement, la norme n’est pas
Pintégrale quadruple (46), mais (normalisation en
nombre de particules) Tintégrale triple conser-
valive, prise sur unc & quelcongue du genre espace

’J”‘;g at i = n.

formule qui, en général, n’admet pas de transformée
de Fourier covariante. Or, il est aisé de voir qu'une
valeur finie de la norme physique (47) entraine
une valeur infinie de la norme mathématique (46),
ce qui semble renverser toute notre argumentation.

Mais introduisons arbitrairement quatre &
ordonnées dans le temps, & et &, arbitrairement
loin dans le passé, & et &, arbitrairemenl loin dans
le futur, et supposons qu'entre &; et &, d’une part,
&; et &, de l'autre, le champ imposé admeite un
terme additif imaginaire pur, non astreint a vérifier
les équations différentielles du champ; par exemple,
dans le cas d'un §-potentiel électromagnétique,
les A’ scront imaginaires et A, réelle, et le 4-vec-
teur {A; n'aura pas & vérifier les équations de

(47)

(%) Comparer avee Maurice Lévy [14, p, t4¢] qui, partant
de (43), se raméne & une forme équivalente & (39).
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Maxwell-Lorentz. De ce fait, le j-courant Ya*y ne
sera plus conservalif entre &; et & ni entre &
et &, et nous supposerons que le champ imaginaire
est précisément tel que I'intégrale (47) Lombe &
zéro avant &, et aprés &, De la sorte, une valeur
finie, entre &, el &, de la norme physique (47)
est compatible avec une valeur finie de la norme
mathématique (46).

111.2. Définition covariante de l‘orthog'ona;

Lité. — Deux fonctions ¥ ou £ seront dites ortho-
gonales au nouveau sens covariant si

../j//-"‘” i =Jl_//.::;v &x = 0. (48)

Je dis que le systéme des fonctions prapres de
I'énergie fotale, qui est orthogonal ef complel au sens
classique, est aussi orthogonal el complet au nouveau
sens covariant (48).

Remarquons d’abord que, dans le f-espace k,
chaque fonction propre de I'énergie 7 (k) n'est non
nulle que dans une bande d'énergie ky, kg + Ak,
(cas du spectre conlinu) ou que sur une lame infi-
niment mince d'énergie k; (cas du spectre ponctuel),
Seit dit en passant, ceci permet, dans le cas présent,
d’'inverser de maniére covariante la formule conser-
vative (47). Dans le j-espace x, les transformées & ()
de ces 7 (k) onl une intensité invariante par trans-
lation z;; d’une maniére imagée, l'on peut dire
qu'elles ne sont non nulles qie dans des tubes indé-
finis du genre¢ temps, Chacune des précédentes
cellules d’extension en phase, formée d’une bande
horizontale du j-espace &k et d'un tube vertical
du 4-espace x, est occupé par n particules; mais,
de méme qu'au paragraphe [1.6, il serait lout a
fait erroné de dire qu'il y a a Uinstant | n particules
dans chaque cellule. Chaque particule franchit
Iinstant { du temps macroscopique ef c'est foul,
sans qu'on puisse aucunement Jui attribuer, dans
cet acte, l'instant f, qui est absolument inobser-
vable (du [ait que nous parfons des valeurs de
I'énergie). Les quatre relations d'incertitude sont
impliquées a la fois dans le formalisme des inté-
grales de Fourier (43), (45) et (46); la normali-
sation physique liée & la formule (47) ne signifie
aucunement que les particules peuvent élre saisies
sur I'hypersurface &, mais simplement qu'elles
franchissent cette hypersurface du genre espace,
quelle qu’elle soit.

Ceci étant, il est clair que deux lonctions propres
de l'énergie liées a des valeurs différentes de W
sont orthogonales au nouveau sens (48) (du fait
du facteur exponentiel en {Aw.f). Soient done deux ¢
liés 4 ‘une méme valeur propre multiple W du
spectre ponctuel. Puisque [ est supposée diagonale,
deux composantes difiérentes Z, et %, dun %
quelconque sont orthogonales au nouveau sens
covariant, Soient donc deux I (k) différents liés
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au méme systéme de valeurs W et p : ils seronl ortho-

gonaux au nouveau sens suivant (49,) qui, puisque

est diagonale, équivaut au sens traditionnel (49,)
G XD,

et 2 >
W Liladr=0, ﬁ :Tp::p——- o (49)
B = kY

(nous avons supposé que kg n'est pas un point
d’accumulation du spectre ponctuel). Dans le cas
particulier du champ de force central, les trans-
formés Y (x) des précédents £ (k) sont bien connus :
ils sont des produits d’'un méme facteur radial f (r)
par différentes fonctions de Laplace Y[ (0,9),
qui forment bien un systéme orthogonal complet.

Je dis maintenant que, dans le j-espace k, les
précédentes bandes et lames d'énergie sont symé-
triques par rapport a lorigine des k. En effet,
I'électron lié, par exemple, est équivalent a un positon
lié 4 énergie cinétique négative, donc a une particule
4 ¢énergie lotale négative. Ceci se voit aussi en se
reportant & la formule du spectre de I'atome hydro-
génoide, qui comporte un radical; en considérant
les deux signes du radical, on retombe sur ce qui
vient d'étre dit. Mais, naturellement, il serait tout
4 fait erroné d’imaginer des transitions entre niveaux
d’énergie de signes contraires; deux niveaux syme-
triques sont deux représentations possibles d'un
méme état physique: dans la normalisation en
nombre de particules, c’est seulement la somme des
nombres d’occupation correspondants qui a un
sens. Comme pour la particule libre, I'énergie néga-
tive est une fiction formelle suggérée par le forma-
lisme quantique. Macroscopiquement parlant, il n’y
a que des éncrgies positives.

111.3. Passage a la superquantification.
Représentation de Heisenberg et représenta-
tion d'interaction. Cas d'un champ imposé
variable quelconque. — Tout comme la for-
mule (7) du paragraphe II, la formule (43) ci-dessus
peut étre portée directement dans le formalisme
de Feynman [12]; on obtient ainsi la matrice de
I’'émission-absorption dipolaire, de Deffel pholo-
électrique direcl ou inverse, etc. Iei, le champ
d’interaction induisant des transitions entre états
libres ou liés de I'électron, entre états libres du
photon, est le champ d’interaction entre I'électron
et lec photon libre,

Schwinger [16], en théorie superquantifiée, a
tiré au clair les rapports enfre la représentation
covariante de Heisenberg, et la nouvelle représen-
Lation covariante d'interaction. La représentation
de Heisenberg esl une représenlalion sans évolulion,
ou la fonction de répartition est invariable, et ou
les équations d'onde des particules sont les équa-
tions avec champ imposé; ceci exige un formalisme
d'intégrales quadruples, comme on I'a vu au para-
graphe 111.2 précédent, et, par voie de conséquence,
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a nouveau l'exclusion de toute idée d'évolution [1].
Au conlraire, la représentation d'inleraction est une
représenlation avee évolution, ou le champ ne figure
plus dans les équations d'onde des particules, mais
induit des transitions entre étals séparés de ces
particules qu'elle met en rapport, :

Prenons un exemple, Soit un atome initialement
el finalement libre, mais qui, entre temps, subit
l'action d'un champ délectromagnétique extérieur
variable. Si I'on traite I'action de ce champ en repré-
sentation d’interaction, il v a, entre I'état inilial
et Pétat final, variation des poids statistiques des
diverses valeurs des nombres d’occupation des
états stationnaires de I'atome. Ceei est une deserip-
tion avec évolution [1].

Si, au contraire, on introduit le champ extérieur
variable, & ¢0té du champ du noyau, dans I'équation
d'onde de I'électron, ce qui (méme si I'on n'introduit
pas explicitement la fonetion de répartition inva-
riable) revient & se placer en représentation de
Heisenberg, alors on aura affaire 4 une générali-
sation simultanée des effets Stark et Zeeman (par la
présence simultanée des deux champs, électrique
et magnétique, et par leur variation temporelle);
en parlant ainsi, nous avons supposé que le champ
externe resle assez petit pour peuvoir étre considéré
comme une perturbation du champ du noyau,
faute de quoi 'on ne pourrait plus parler de niveaux
d’énergie, el il s'agirait d'un tout autre probléme,
dont nous dirons un mot dans un instant, Ceci est
une description spatialisée sans évolution, impliquant
symétriquement les quatre relalions d'incertitude
par le jeu des formules du paragraphe III.1.

Maintenant, nous pouvons nous affranchir de
la restriction adoptée au début du paragraphe I11.1.

Appelons élal i€ au sens large toute solution de
I'équation d'onde avec champ imposé quelcongue
(arbitrairement variable). Tout le formalisme d'inté-
grales covariantes quadruples du paragraphe I11.1
s'applique & ce cas général, y compris notamment
la définition (48) de Porthogonalité. Remarquons
que l'opérateur d’ondes esl self-adjoint au sens impliqué
par ces définitions, car on a, par excmple dans le

vas avec 4-potentiel A* et compte tenu du term»
additif imaginaire que nous avens introduit au
paragraphe III.1,

{ a>_(di+ Alhs :’A"a) + k=0,
b ! ()

L : a-ﬁ(i}“"' At— l:\‘)—- Ky : =0
d'on, l'intégrale étant étendue & tout I'Univers,

[]1[(0"#-21\’}-):{)0)4,6(-»
e >
= La, i/ (i G bé it
..I[Ll‘fa,.@hc -//I\'L. Yoy VG i
+2 /[] ‘.\"'f-.[m, i (B1)

mais (¢f. § 111.1) les trois derniéres intégrales sont
simultanément nulles. Récrivant alors les (30)
sous la forme

DY =ket,  hey={UD) (52)
il résulte de (51) que
(Y| DE>=9 D] ¥ (53)
avec par définition
il = ffff Fpezo. (34)
C. Q. F. D.

Le terme réel de masse propre k, peut étre consi-
déré comme une valeur propre multiple de P'opé-
rateur D, self-adjoint (au sens précédent), les solu-
tions orthogonales (au nouveau sens) de I'équation
d’onde étant les fonctions propres correspondantes.

Ceci conduit 4 la description minkowskicnne spatia-
lisée d’une particule soumise a toute I'évolution
spatio-temporelle d'un champ donné. Si T'on veut
revenir & une description avee évolution, il suffit
de transformer tout ou partie du champ imposé
en terme d'interaction, et de se ramener, avec
Schwinger [16], totalement ou partiellement, en
représentation d'interaction.

Manuscrit recu le 19 mai 1954,
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