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1. Introduction. — Nous poursuivons ici le déve-
loppement de la forme totalement covariante rela-
tiviste, mais non superquantifiée, de la mécanique
ondulatoire, exposée dans deux précédentes
études [4]. En ce qui concerne la forme super-
quantifiée de cette théorie, nous adhérons entié-
rement au bean formalisme que développe en ce
moment R. Potier [9].

L’une des clés de notre théorie est de ne définir
le produit scalaire hermitien, et par conséquent
Pespace de Hilbert, que pour l'ensemble des solu-
tions de I'équalion des ondes. Que la particule
associée a I'onde soit libre ou plongée dans un
champ imposé, nous définissons le produil scalaire
hermitien de deux ondes ¢ (fonetions de 4 variables
liées par I'équation des ondes) au moyen de P'inté-
grale triple, invariante relativiste et conservative,
étendue & une hypersurface arbitraire du genre
espace,

< golpt > =< ghga >0 lff Seak gbday, (1)

our les ¢* désignent les 4 matrices de spin du ¢ (1).
L'expression de la norme correspondant & la
formule (1) est évidemment

felf =< glg> = ifff,wlvdca: (2)

il est bien connu que, sauf dans le cas du spin 1/2
(théorie de Dirac), celle norme n'est pas définie
positive ; toutefois, la séparation des ¢ en deux
classes, ceux 4 norme positive et ceux a norme
négative, est invarianterelativiste, et, pourchacune

(') Lorsquiil y a un champ extérieur imposé, 'on
sait |6, 4] que les intégrales réeciproques de Fourier ne
peuvent etre définies de maniére covariante relativiste
qu'au moyen d'intégrales quadruples ; ces intégrales sont
essenlielles b lu théorie de Feymann [5]. Toutefois, R. Potier
nous a fail observer, 4 jusle lilre, quen les introduisant,
nous nous écartions de notre principe de n’uliliser que des
fonctions soiutions de |'équation des ondes, et ﬂ“be I'usage
des ondes planes en théorie de la particule non libre est au
muins parliellement responsable des divergences de lu
théorie.

En bref, le formalisme des intégrales de Fourier qua-
druples, pour la particule non-libre, est suggestif et com-
mode, maig probablement inessentiel. Pour cette raison,
nouf blas)ons toute notre étude d’aujourd’hui sur I'intégrale
triple (1).

des deux classes séparément, la théorie habituelle
de I'espace de Hilbert est possible. Nous n'avons
pas examiné ce qu’il convient de dire exactement
po;u' le cas frontiére exceptionnel on la norme est
nulle.

IT. Adaptation & notre formalisme de la théorie
de la mesure physique de J. Von Neumann [7]. —
Soit une variété linéaire fermée (v. I. {.) (£) sous-
tendue par un ensemble de solutions ¢ de I'équa-
tion des ondes, E le projecteur correspondant.

D’aprés Paxiomatique de Von Neumann [7], & £
est associée biunivoquement une certaine opération
de mesure qu'on peut effectuer sur le . Celle-ci est
assimilée & une guestion bien posée au g par I'appa-
reillage, question susceptible des senles réponses
out ou non, respectivement figurées par les valeurs
propres 1 et 0 du projecteur £.

En général, lorsqu’on s’est donné arbitrairement
d'une part la solution ¢(z), z = =z, z,, z35, 7, de
I'équation des ondes, et d'autre part la v. 1. I, (E)
ou, ¢e qui revient au méme, le projecteur E, le g
n'est fonclion propre ni de £, ni du projecteur
complémentaire 1 — E ;il revient au méme de dire
que o n'est ni contenue dans (£), ni orthogonale
4 (£) ou contenne dans (1) — (£);lav. 1. I, (1)
désigne ici l'espace de Hilbert tout entier. Soil
alors @ le projecteur élémentaire associé & o, et
considérons 'expression auxdiverses formes, toutes
utiles,

Wa = < g|Elg > = [[Egll = Sc% &
= I < g|®g > = trace EQ = trace ®E; (3}

pour passer de la premiére & la seconde forme, il
suflit de se souvenir des propriétés d’hermiticité el
d'itération (E£* = F) des projecteurs ; les expres-
sions suivantes se démontrent aisément si I'on se
donne une base orthagonale compléte o; dans (E) ;
les ¢ désignent les eoeflicients du développement
du ¢ sur cette base.
L’expression Wy jouit des deux propriétés sui-
vantes :
0<We <1, 4]
Wi—n =< ot —Elp>
=< 9lo>—<glElp>=1—Wg; (5)

Whh.
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il est done permis de poser en principe que Wy
représente la probabilité d’une réponse « oui » G la
question « E ? n, et 1 — Wy = W,_g la probabilité
d’une réponse « non » @ cette méme question.

La question « £ ? » peat étre posée soil en pré-
diction, scit en rétrodiction, e’est-a-dire : le o étant
donné avant son interaction avec l'appareil de mesure
caractérisé par I, quelle est la probabilité pour que
le nouveau ¢ émergeant de Uopération de mesure soil
contenu dans (E)
son interaciion avee Uappareil de mesure caractérisé
par E, quelle est la probabilité pour que Pancien o
wncident sur Uappareil de mesure ait été conlenu
dans (F)? Les denx problémes sont exacternent
symétriques ; le premier fait intervenir les ondes
retardées divergeant du dispositif de mesure, et le
second les ondes avancées convergeant sur le dis-
positif de mesure.

Dans le cas général o W #0 et &= 1, Popé-
ration de mesure provoque une transition quan-
tique. Le nouveau o (cas de la prédiction) ou
I'ancien ¢ (cas de la rétroaiction) est, avee I'alter-
native possible, caractérisé par les formules,

réponse oui : Wg =1 ou ¢ = Eg, (6)

réponse non : Wg=0 on Eg =0. (7)

111. Application au probléme de la mesure d 'une
grandeur physique. — Il semble inévitable de
postuler que les valeurs que peut prendre une
grandeur mesurable sonl essentiellement des
nombres réels, dont le domaine des valeurs s'élend
en général de — oo & + oo. Soit alors W(ry, r5) la
probabilité d'une réponse affirmative & la question :
« La valeur r de telle grandeur R est-glle comprise
dans l'intervalle ry, ry, avee ry < ry 2 » D'apres le
principe de 'addilion des probabilités partielles,
et 5i ry, 1y, 1y désigrent trois nombres formant une
suite non décroissante, on doit avoir

Wiry, rab = Wiry ra) <+ Wirs. r3] 18)

d’aprés la définition méme de la probabilité, on
doit avoir

W(— o, + oo) =1. (9)

Si ces conditions sont satisfaites, on sail définir
une fonction de distribution telle que

Wiry) = Wir) si
Wi— o) =0,

(10)
1)

ry > ry

Wi+ o) =1,

et telle qu'on ail identiquement

Wiry, ra) = Wirs) — Wir). (12)

D’aprés ce qui précéde, nous devons associer ala
question considérée un projecteur variable E(ry, ry),
et par conséquent, a la fonction de distri-
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bution W(r), une famille continue de projec-
teurs E(r) satisfaisant aux eonditions

Elrg) > Elr))  si rg>ry (13)
E‘_ °°) - 0! E(" °°) =1, (1!‘)

de telle maniére que nous puissions peser
Wir) = < glE{r)|e > = ||E({r) gl = trace E{r) ©.. '15)

Mais une telle famille de projecteurs caractérise,
selon Von Neumann [7], un opérateur linéaire her-
mitien R satisfaisant i la définition symbolique

o o7\
R =Lm rdE(r), {16)
ou, plus explicitement, I'intégrale étant une inté-

grale de Stieltjes et les deux fonetions ¢ appar-
tenant & l'espace de Hilbert,

< golklet> = [TT < plBled >, (1)

Par définition méme, la valeur moyenne probable
de la grandeur ! produite par la mesure eorres-

pondante sera
+00
r= [T rawi, 18)
¢’est-i-dire
=< g|Rle >. (19)

ExexpLEs 0’ aprLicATION. — Considérons le pro-
bléme de la localisation d’un corpuscule i la tra-
versée d'une hypersuriace du genre espace o, c'est-
4-dire & un « pseudo-instant » g : nous pouvons
carroyer g au moyen de 3 familles continues de
surfaces coordonnées, repérées par les valeurs
monotones de 3 parameétres réels variant de — oo
i + oo, et nons ramener ainsi au schéma général
précédent. Evidemment, les 3 opérateurs hermi-
tiens ainsi introduits seront beaucoup plus com-
pliqués que les z X valables dans le cas oli'g est
un  hyperplan rapporté & des coordonnées
cartésiennes.

Un autre exemple sera, dans le cas d'un eorpus-
cule libre, la mesure de 3 des 4 composantes de
Pimpulsion-énergie (dont la longueur est imposéc).
Cette mesure ne peul pas étre considérée comme
faite dans un psendc-instant sans épaisseur : elle
nécessite, par exemple, le passage du corpuscule a
travers deux ouvertures séparées par un intervalle
du genre temps. Mais, ceci étant admis, le schéme
génoral est eelui précédemment défini.

1V. Introduction des colleetifs. — Soit tou-
jours @ le projecteur élémentaire associé a la solu-
tion g(z) de I'équation des ondes, et considérons
une hase orthogonale compléte formée par do tels ¢.
A chaque g; attachons un poids statistique @,
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0 < & < 1, et définissons, avee Von Neumann [7],
I*'opératenr statistique

S=Zo; 0 ; (20)

si les @; ne sont pas tous égaux entre eux, § n’est
pas un projecteur ; mais c'esk un opérateur i
valeurs propres o; toutes ponctuelles et positives
(comme on le voit en comparant (20) a (16)),
c’est-a-dire, d'aprés la théorie générale [7], un

Opért;,enr hermitien complétement continu et défini
positif.
En probabilités normées, 'on a
< oy <1, Zoy=1; (21)

I'on voit alors, en se souvenant que la trace d'un
projecteur élémentaire @ vaut 1, que I'opérateur
statistique est normé suivant

trace § = 1. {22)

Si les o sont tous différents entre eux, c'est-i-
dire si toutes les valeurs propres de § sont simples,
le collectif est dit compgtemcnt séparable. Si plu-
sieurs @ sont éganx entre eux, la valeur propre o
est. multiple, et le sous-collectif des @ corres-
pondant est dit inséparable ; le Fsous-opéra-
teur @ X @; est le projecteur attaché ala v. L 1.
des g; jaluiseul, ce cas (courant lors d'une mesure)
justifie 'introduction des collectifs. Dans le cas
extréme d'un mélange a poids égaux d'un systéme
complet de fonctions orthonormales de I'espace de
Hilbert, Pon dit le collectif complélement insé-
parable ; 'opérateur statistique d'un tel collectif
esL 'opérateur unité ; en probabilités normées, il
sera afleeté d'un coefficient infiniment petit.

Supposons qu'on pose, soit en prédiction, soit en
rétrodietion, la méme question « £ ? » a tous les
systemes d'un collectif. La probabilité d'une
réponse ouisera

Wg = Z @ trace & E = T trace o & E,
¢’est-d-dire
Wg = trace SE = {race ES ; (24)

gl s'agit de la mesure numérique d’une grandeur
physique, an aura pour la fonction de distribution,

{23)

Wir) == Lrace SE(r) = trace E{r) § (25)
ot, pour la valeur moyenne probable,
7 = trace SR = trace RS, (26)

V. Equivalence entre les prineipes macrosco-
piques de 1’entropie eroissante et des ondes retar-
dées. — TuEoREME. — Etant donné un collectif de
solutions de I'équation des ondes caractérisé par un
opérateur statistique S et une opération de mesure
physique soit antérieure, soit postérieure, caractérisée
par un projecteur I, Uopérateur statistique §' du
collectif créé a partir de S soit en prédiction, soit en

.

rétrodiction, par la transition de mesure, a toutes ses
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waleurs propres ©, inférienres dla plus grande valeur

proprep deS. ;
En effet, le poids statistique du cas pur g est,
soit en prédiction, soit en rétrodiction,

@y = trace SO = < ol S|e¢ >. (27)

Remplagant § par sa définition (20), et intro-
duisant les coefficients du développement du g
sur les g;, l'on peut écrire successivement

% =20 < @bl > =Eeeywi  (8)
majorant tous les @ par leur borne supérieure p et
tenant eompte de'identité

Segyey =1, (29)
il vient, comme on ’annongait
o < p- (30)

L’importance de ce résultat mérite un commen-
taire. Si I'on se donne un état initial du collectif
caractérisé par des poids o différents des diverses
fonetions d’onde orthonormales g, il est probable
qu'une mesure effectude ullérieursment sur ce cols
lectif tendra & égaliser les poids @; des nouvelles
fonctions d'onde ¢y ; ¢'est la tendance vers ’homo-
généité, bien connue de la mécanique statistiques
Mais, sil'on suppose maintenant que le collectif en
observation a émergé d’une opération de mesure
effecluée sur un collectif antécédent, la formule (30)
affirme que ce collectil antécédent était proba-
blement plus homogéne que celui qu’on a en mains ;
cela est manifestement contraire aux faits expéri-
mentaux.

Mais il est bien connu que le méme paradoxe
existe en calcul des probabilités et gn mécanique
statistique classiques. La preuve que l'usage en
rétrodiction de la formule de probabilité convenant
pour la prédiction n’y est pas satisfaisant, est la
nécessité de recourir a la formule de probabilité des
causes de Bayes, cornportant un jeu de coefficients
estimeés eaxtrinséquement a 'évolution spontanée du
systéme en étude. Or, que sont les coeflicients arbi-
traires de Bayes, sinon une maniére de tenir comple
de linteraction du systéme en étude avec le reste
de I'univers ? Il apparait donc qu'une application
brutale de la statistique & I"évolution interne d'un
systémeest satisfaisante en prédiction, mais non pas
en rétrodiction ; en rétrodietion, U'on n'a pas le droit
de négliger Ulnteraction du systéme en étude avec le
reste de l'univers.

La méme situation se retrouve en mécanique
statistique proprement dite, la discussion corres-
pondante étant au fond celle qu'il faut faire pour
résoudre le paradoxe bien connu de Loschmidt.
Pour éviter le recours aux notions assez élaborées
impliquées dans les diverses versions du « théo-
réme H », raisonnons sur un modéle volontairement
trés schématisé, L'on sait que, pour étudier le

15
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phénomeéne de la distribution uniforme des petites

anc¢tes sur leur orbite commune, Poincaré [8]
1déalise Ie probléme en supposant I'orbite circulaire,
et en assimilant I'essaim & un fluide continu. Si a
désigne le moyen mouvement etgb la longitude
initiale d'une petite planéteff(a%b) la densité de
distribution attachée au point a, b, Poincaré
remarque que, quelle que soit la fonction f supposée
simplement continue, 'expression

M) = j f o¥at+ ¥ f{a, b) da db

tend vers zéro lorsque le temps t — -} oo ; autre-
ment dit, et par exemple, quelle que soit la loi de
Péclatement initial d’une grosse planéle, 'essaim
des petites planétes engendrées tendra vers 'homo-
généité, Ce qui fail le paradoxe (non soulevé par
Poincaré) ¢’esl que, 8i t —— oo, M(t) — 0 de la
méme maniére, Devrons-nous conclure de l1a que la
grosse planéte observée & 'instant zéro est née du
rassemblement d’un essaim homogéne de petites
f)lanétes ? Evidemment non. Mais il est clair que

a seule maniére d’écarter le paradoxe est de poser
en principe que la mécanique statistique est faite
pour étre appliquée telle quelle en prédiction, mais
non en rétrodiction. C’est dans ce postulat de base
(souvent in:fh'cite), et nulle part ailleurs, que réside
Uirréversibilité décrite par la mécanigue statistique.
Quant a Pinterprétation physique de cette régle
umpéraiive d'emplot, elle est manifeste : la situation
hétérogene observée 4 I'instant zéro n'est jamais
donnée par 'évolution spontanée du systéme (c'est
ce qu’on vient de dire), mais elle résulte toujours de
I'interaction momentanée de ce systéme avee un
autre systeme. La conclusion est donc exaetement
la méme que celle précédemment dennée a propos
du caleul abstrfait des probabilités.

Envisagée sous 'aspect de linteraction pendant
une durée At finie entre deux systémes, antérieu-
rement et ieurement séparés, la précédente
régle d’emplot de la mécanique statistique équivaut
4 un principe des actions retardées : Pinteraction
momentanée donne chacun des deux systémes dans
un état improbable qui est le début d'une évo-
lution, elle ne les cuetlle pas dans un élal impro-
hable quizerait leterme d'une évolution. Autrement
dit, lorsque la mécanique statistique déduit, classi-
quement, la loi de Uentropie croissante, elle le fait en
s'appuyant (généralement sans le dire) sur le prin-
cipe des actions retardées. Mais, réciproquement,
sous son aspect présentement discuté, la loi des
actions retardées est a son lour conséquence du prin-
cipe de Uentropie croissante, car le choe des deux
systémes considérés tend a réaliser I'équipartition
des énergies cinétiques (évaluées dans le référentiel
du centre de gravité).

Nous sommes ainsi préparés a 1'idée que les deux
principes, macroscopiques, de Uentropie croissanie et
des actions retardées, sont mutuellement équivalents,
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Uun guelcongue d’entre eus: pouvant étre déduit de
Pautre. Or c'est exactement ld le résultat contenu dans
la démonstration qui aboutit & la jormule (30) de
Von Neumann. Si nous raisonnons en prédiction,
nous utilisons par hypothese les ondes retardées,
et nous concluons & la loi de la croissance de
l'entropie (*) ; le principe des ondes retardées
s'applique aux intervalles de temps pendant
lesquels le systéme évolue spontanément, la loi de
Pentropie croissante aux extrémités des intervalles
de transition; ou d’interaction avec 'appareillage.
Si, au contraire, nous raisONNONS & aveu-
glément » [11] en rétrodiction, nous utilisons par
hypothése les ondes avancées, et nous concluons &
une loi de déeroissance de 'entropie.

En bref, dés Uinstant oa U'on raisonne sur des
ondes quantifies, I'on démontre, en théorie des collec-
tifs de Von Neumann, l'éguivalence entre les deux
principes des ondes retardées et de Uentropie crois-
sante. Si I'on remarque que la mécanique de base
n’est plus aujourd’hui la mécanique newtonienne,
mais bien la mécanique ondulatoire, ’'on verra la
une démonstration trés générale de 'équivalence
des deux principes de Ientropie croissante ef des
actions retardées (qui résultait, en théorie clas-
sique, des arguments purement épistémologiques
donnés plus haut).

VI. La deseription minkowskienne des phéno-
ménes et 'équivalence entre information et entro-
pie. — Il ressort clairement de ce qui précéde que
la réponse & 'argument de Loschmidt et & tous les
paradoxes similaires (qui sont, techniquement
parlant, absolument inattaquables) réside en
Fexpression de deux fails physiques :

A. Aucun systéme partiel n’est suffisamment isolé
du reste de U'univers (et en particulier de Uexpéri-
mentateur) pour laisser libre cours a la symétrie entre
pussé et futar des lois élémentaires.

B. Si toutes les évolutions partielles ont la méme
fléche (bien connue), en vertu de laguelle un état trés
imprabable se défail spontanément, mais ne se fait
pas spontanément, c'est essentiellement parce que
toules ces évolutions partielles subissent 'empreinte
de Uévolution du tout de I'univers.

Un autre maniére de dire la méme chose est que
Pirréversibilité des phénomeénes g'exprime non dans
leurs loig élémentaires d’évolution, mais dans leurs
conditions aux limites globales : remonter a Uorigine
de Uirréversibilité, c'est donc reculer jusqu’a la consi-
dération du tout de Uunivers. Le phénoméne de
Pirréversibilité physique offre un exemple carac-

{*) Intraduire explicitement 'entropie dans les formules
ne fait qu’alourdir le caleul sans ajouter rien de substantiel
sous I"angle de la discussion actuelle, Le lecteur intéressé
o?rru se référer au calenl de J. von Neumann [7, chap. V,
a].



Ne g

téristique d'une détermination de la parlie par le
tout.

Notre théorie étant essentiellement covariante
relativiste, nous sommes obligés d'employer un
langage minkowskien. La ou un Poincaré se deman-
dait encore pourquoi 'univers va, dans le temps,
vers ses (tats Tes plus probables et n'en vient pas,
nous devons rejeler- ee langage prérelativiste
devenu inadéquat. Dans [I'espace-temps de
Minkowski, nous avons une succession (largement
arbitraire) d’hypersurfaces o du genre espace, et le
fait est que celles-ci sont ordonnées suivant des
‘valeurs menotones de Pentropie. La question est
alors « Pourquoi le temps des expérimentateurs, et,
plus généralement, celui des étres doués de psy-
chisme et capables d’action, explore-t-il la 4¢dimen-
sion de 'espace-temps dans le sens qui fuil appa-
raitre I'entropie comme croissanto et les ondes
comme retardées, et non pas dans le sens
contraire I »

11 est possible de formuler un principe qui rende
comple de cet étal de choses.el, cela, gréce a
Péquivalence entre information et entropie élucidée
notamment par L. Brillonin [2] et par !. Roth-
stein [10] (et, du reste, directement évidente sur
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les formules de la théorie de Von Neumann).
L. Brillouin a montré que toute information acquise
dans une expérience macroscopique doit étré payée
de la dépense d'une «néguentropie » naturellement’
existante au moins égale. Réciproquement, la pos-
session d'une certaine quantité d'information
permet d'effectuer un acte physique entrainant une
diminution de Pentropie existante, mais laxnégucn-
tropie » ainsi produite est toujours infarieure a
I'information dépensée a cet effet. Il n’est pas
interdit de penser (et L. Brillouin lui-méme I'a
suggéré) que ce modele « eybernétique » représente
un schéma simplifié du fonctionnement d'un étre
vivant doué de psychisme.

L’énoncé du principe que nous cherchions saute
alors aux yeux : c'est un principe de croissance de
Uinformation d'origine expérimentale macroscopique.
Ainsi, ¢’est par définition méme que les tres doués
de psychisme, et en particulier les physiciens expéri-
mentateurs, sont obligés d’explorer dans le sens
descendant la courbe de la néguentropie univer-
selle. C'est ce qu'avait déja dit Boltzmann [1], dans
un temps oil'on ne connaissait encore ni la théorie
dela re{,ativité‘ ni la eybernétique,

Manuscrit regu le 14 février 1357,
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